
ŘEŠENÍ
Cvičeńı 1. (a) Z centrálńı limitńı věty máme

P
(
uα/2 <

∑n
i=1Xi − nEX1√
n
√

varX1
≤ u1−α/2

)
n→∞−−−→ 1− α,

kde uα/2 a u1−α/2 jsou kvantily normovaného normálńıho rozděleńı. Ekvivalentně,

P
(
uα/2 <

√
n
X̄n − µ√

varX1
≤ u1−α/2

)
n→∞−−−→ 1− α.

Ekvivalentńımi úpravami uvnitř pravděpodobnosti a ze vztahu uα/2 = −u1−α/2 dostaneme výsledek

P
(
X̄n − u1−α/2

√
varX1√
n

< µ ≤ X̄n + u1−α/2

√
varX1√
n

)
n→∞−−−→ 1− α.

(b)

• Se zvyšuj́ıćım se počtem pozorováńı (n) se interval zužuje.

• Se zvyšuj́ıćım se rozptylem náhodných veličin X1, ..., Xn se naopak rozšǐruje.

• S rostoućım parametrem α, tj. klesaj́ı spolehlivost́ı 1− α se interval zužuje.

(c) Uvědomı́me si, že
√
n
X̄n − µ√

varX1
=
√
n
X̄n − µ√

varX1
·
√
S2
n√
S2
n

,

kde
√
S2
n je výběrový rozptyl. Tento bodový odhad skutečného rozptylu je konzistentńı, a tedy√

S2
n√

varX1

P−→ 1.

Použ́ım Sluckého věty a použit́ım ekvivalentńıch úprav jako v (a) dostaneme výsledek

P

(
X̄n − u1−α/2

√
S2
n√
n

< µ ≤ X̄n + u1−α/2

√
S2
n√
n

)
n→∞−−−→ 1− α.

(d) Dosazeńım do (c) dostaneme asymptotický odhad

P(0.468 < µ ≤ 0.492) ≈ 0.95.

Cvičeńı 2. Označme µX = EX1 a µY = EY1. Uvažujme náhodný vývěr Z1, ..., Z50 definovaný předpisem
Zi = Xi − Yi. Pak

µZ = EZ1 = µX − µY , Z̄50 = X̄50 − Ȳ50, varZ1 = varX1 + varY1.

Posledńı rovnost plat́ı ze vzájemné nezávislosti náhodných výběr̊u X1, ..., X50 a Y1, ..., Y50. Zaj́ımá nás od-
had parametru µZ . Konzistentńım odhadem neznámého parametru varZ1 je S2

X,n+S2
Y,n, součet výběrových

rozptyl̊u pro X1, ..., X50, resp. Y1, ..., Y50. Stejnou úvahou jako v předchoźım př́ıkladě dojdeme k asympto-
tickému intervalovému odhadu

P

X̄50 − Ȳ50 − u1−α/2

√
S2
X,50 + S2

Y,50
√

50
< µX − µY ≤ X̄50 − Ȳ50 + u1−α/2

√
S2
X,50 + S2

Y,50
√

50

 n→∞−−−→ 1− α.

Dosazeńım hodnot ze zadáńı dostaneme

P(−2.62 < µX − µY ≤ 8.94)
n→∞−−−→ 1− α
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Cvičeńı 3. Označme náhodné veličiny X =výsledek na 1. kostce, Y =výsledek na 2. kostce, S = X + Y .
Zaj́ımá nás podmı́něné rozděleńı X za podmı́nky S = 6, tj. hledáme pravděpodobnosti

P(X = k|S = 6), k ∈ {1, ..., 6}.

Nejprve si uvědomı́me, že

P(S = 6) = P({(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3)}) =
5

36
> 0.

Z definice podmı́něného rozděleńı je

P(X = 1|S = 6) =
P([X = 1] ∩ [S = 6])

P(S = 6)
=

P({(1, 5)})
5/36

=
1

5

P(X = 2|S = 6) =
P({(2, 4)})

5/36
=

1

5

P(X = 3|S = 6) =
P({(3, 3)})

5/36
=

1

5

P(X = 4|S = 6) =
P({(4, 2)})

5/36
=

1

5

P(X = 5|S = 6) =
P({(5, 1)})

5/36
=

1

5

P(X = 6|S = 6) =
P(∅)
5/36

= 0

Podmı́něná středńı hodnota je tedy

E[X|S = 6] =
1

5
(1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 3.

Cvičeńı 4. Označme V = X ·Y, S = X+Y, kde X,Y jsou jako v předchoźım cvičeńı. Zaj́ımá nás podmı́něné
rozděleńı náhodné veličiny V za podmı́nky S = 6. Nejprve si uvědomme, jakých hodnot může nabývat V
bez ohledu na S, tj. V ∈ {1, ..., 36}. Zaj́ımaj́ı nás tedy pravděpodobnosti P(V = k|S = 6) pro k = 1, ..., 36.
Z definice podmı́něného rozděleńı

P(V = k|S = 6) =
P([V = k] ∩ {(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3)})

5/36
=

P([V = k] ∩ [V ∈ {5, 8, 9}])
5/36

a tedy

P(V = k|S = 6) =



P({(1,5),(5,1)})
5/36 = 2

5 pro k = 5,
P({(2,4),(4,2)})

5/36 = 2
5 pro k = 8,

P({(3,3)})
5/36 = 1

5 pro k = 9,

0 jinak.

Podmı́něná středńı hodnota je
E[V |S = 6] = 7.
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